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BẤT ĐẲNG THỨC KIỂU HERMITE-HADAMARD CHO TÍCH CỦA HAI HÀM ( , )p h -LỒI
Lê Bá Thông1, Nguyễn Ngọc Huề1

Ngày nhận bài: 10/03/2025; Ngày phản biện thông qua: 08/04/2025; Ngày duyệt đăng: 10/04/2025

TÓM TẮT
Trong bài báo này, chúng tôi thiết lập các bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho tích của hai 

hàm ( , )p h -lồi. Các bất đẳng thức này là mở rộng của các kết quả cổ điển cho hàm lồi. Dựa trên những 
kết quả đạt được, chúng tôi chỉ ra các bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho tích của hàm ( , )p h
-lồi liên quan đến tích phân bậc không nguyên Riemann-Liouville và cho tích của hai hàm ( , )p h -lồi 
đối xứng hóa.

Từ khóa: Hàm ( , )p h -lồi, hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa, bất đẳng thức Hermite-Hadamard, bất đẳng 
thức Fejér, tích phân bậc không nguyên Riemann-Liouville.
1. MỞ ĐẦU 

Hàm lồi đóng một vai trò then chốt trong nhiều 
nhánh của toán học, đặc biệt là trong tối ưu hóa, 
giải tích và lí thuyết bất đẳng thức. Bất đẳng thức 
Hermite-Hadamard, một kết quả cơ bản cho hàm 
lồi, cung cấp một ước lượng cho các giá trị trung 
bình liên quan đến hàm lồi. Cụ thể, đối với một 
hàm lồi , bất đẳng thức Hermite-
Hadamard (Fejér, 1906; Hadamard, 1893) chỉ ra 
rằng

1 ( ) ( )( ) .
2 2

b

a

a b f a f bf f x dx
b a

+ +  ≤ ≤  −  ∫
Bất đẳng thức này đã được nghiên cứu rộng rãi 

và tổng quát hóa theo nhiều hướng khác nhau. Một 
hướng nghiên cứu được khởi xướng bởi Pachpatte 
(Pachpatte, 2003) đã tập trung vào việc thiết lập 
một số bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích của hai hàm lồi. Những nghiên cứu tiếp theo 
đã được thực hiện bởi Budak và Bakis (Budak and 
Bakis, 2020), những người đã khám phá các bất 
đẳng thức kiểu Fejér cho tích của hai hàm lồi, mở 
rộng và làm mịn các kết quả hiện có. Về sau, đã 
có nhiều kết quả khác về bất đẳng thức cho tích 
của hai hàm lồi (có thể tìm thấy trong (Cerone and 
Dragomir, 2008) và (Chen, 2013)), cho tích của hai 
hàm ( , )p h -lồi (tham khảo (Hue and Huy, 2016) 
và (Sarikaya et al., 2003)) và một số lớp hàm khác 
(xem (Budak and Bakis, 2020; Dragomir, 2017; 
Nawaz et al., 2021) và (Sahoo and Kodamasingh, 
2020)).

Trong những năm gần đây, khái niệm về hàm 
( , )p h -lồi, được giới thiệu bởi Fang và Shi (Fang 
and Shi, 2014), đã thu hút được sự chú ý đáng kể. 
Sự tổng quát hóa này của tính lồi đã được chứng 
minh là một công cụ mạnh mẽ để thiết lập các bất 
đẳng thức tích phân mới. Hơn nữa, khái niệm về 
tính lồi đối xứng hóa, bắt đầu từ những nghiên cứu 
của Dragomir (Dragomir, 2016) cho hàm lồi đối 

xứng hóa và hàm h -lồi đối xứng hóa cho đến gần 
đây là hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa (Thong, 2023), 
đã cung cấp những hiểu biết mới liên quan đến các 
bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard.

Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh các 
bất đẳng thức tích phân mới cho tích của hai hàm 
( , )p h -lồi và ( , )p h -lồi đối xứng hóa. Cụ thể, 
chúng tôi thiết lập các bất đẳng thức kiểu Hermite-
Hadamard cho các tích như vậy. Những kết quả 
này là mở rộng của các kết quả trong (Pachpatte, 
2003). Chúng tôi cũng chỉ ra các bất đẳng thức 
kiểu Hermite-Hadamard cho tích phân bậc không 
nguyên Riemann-Liouville của tích của hai hàm 
( , )p h -lồi dựa trên kết quả vừa đạt được. Hơn nữa, 
chúng tôi tiếp tục phát triển nghiên cứu của Thong 
(Thong, 2023) bằng cách cung cấp các bất đẳng 
thức cho tích của hai hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa.
2. VẬT LIỆU VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN 
CỨU
2.1. Nội dung nghiên cứu

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu những 
nội dung chính như sau:

- Bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích hai hàm ( , )p h -lồi.

- Bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích phân bậc không nguyên của tích hai hàm 
( , )p h -lồi.

- Bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích hai hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa.
2.2. Phương pháp nghiên cứu

- Chúng tôi sử dụng phương pháp nghiên cứu 
toán lý thuyết bao gồm phân tích, so sánh, đối 
chiếu, tổng quát hóa, đặc biệt hóa để dự đoán và 
đưa ra các bất đẳng thức mới.

- Sử dụng các biến đổi liên quan đến các bất 
đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard để thiết lập 
các bất đẳng thức mới cho lớp hàm ( , )p h -lồi và 

1Khoa Khoa học Tự nhiên và Công nghệ, Trường Đại học Tây Nguyên. 
Tác giả liên hệ: Lê Bá Thông; ĐT: 0978165041; Email: lbthong@ttn.edu.vn.
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( , )p h -lồi đối xứng hoá.
- Sử dụng các các đánh giá dựa trên lý thuyết 

hàm ( , )p h -lồi và ( , )p h -lồi đối xứng hoá để suy 
ra các tính chất của lớp hàm này.
3. KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN
3.1. Định nghĩa và các kết quả cơ bản

Xuyên suốt bài báo này, chúng tôi xét ,a b  là 
các số dương, với a b< ; 0p ≠ ; J  là khoảng thực 
thỏa mãn (0,1) J⊂ ; hàm : [0, )h J → ∞  khả tích 
và không đồng nhất bằng không trên [0,1] . Trong 
những định lí phía sau, với mục đích làm cho 
các bất đẳng thức trông đơn giản hơn, chúng tôi 

thường chia cả hai vế cho 1
2

h 
 
 

. Do đó, chúng tôi 

giả định 
1
2

h 
 
 

 khác 0  trong trường hợp nó xuất 

hiện ở mẫu số. Ngoài ra, với  ,f g  là các hàm số 
bất kì, ta kí hiệu

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,M x y f x g x f y g y= + và
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,N x y f x g y f y g x= +

với mọi ,x y  thuộc tập xác định chung của 
, .f g
Đầu tiên, trong Định lí 1, chúng tôi trình bày 

lại bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho tích 
của hai hàm lồi đã được Pachpatte (Pachpatte, 
2003) đưa ra.

Định lí 1 (Pachpatte, 2003). Nếu f  và g  là 
các hàm lồi trên [ , ]a b  và fg  khả tích trên [ , ]a b  
thì

2
2 2

a b a bf g+ +   
   
   
1 ( ) ( )

b

a
f x g x dx

b a
≤

− ∫
1 1( , ) ( , ),
6 3

M a b N a b+ +

và
1 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ),

3 6
b

a
f x g x dx M a b N a b

b a
≤ +

− ∫
Các bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard-

Fejér cho tích của hai hàm lồi đã được thiết lập 
gần đây bởi Budak và cộng sự (Budak and Bakis, 
2020).

Định lí 2 (Budak and Bakis, 2020). Giả sử w  
là một hàm không âm, khả tích trên [ , ]a b , và đối 

xứng qua 
2

a b+ , tức là, ( )( )w x w a b x= + − . 

Nếu f  và g  là các hàm lồi trên [ , ]a b  sao cho 
fgw  khả tích trên [ , ]a b , thì ta có bất đẳng thức 

sau

2 ( )
2 2

b

a

a b a bf g w x dx+ +   
   
    ∫

( ) ( ) ( )
b

a
f x g x w x dx≤ ∫

2

( , ) ( )( ) ( )
( )

b

a

M a b b x x a w x dx
b a

+ − −
− ∫

2
2

( , ) ( ) ( ) ,
( )

b

a

N a b b x w x dx
b a

+ −
− ∫

và

( ) ( ) ( )
b

a
f x g x w x dx∫

2
2

( , ) ( ) ( )
( )

b

a

M a b b x w x dx
b a

≤ −
− ∫

2

( , ) ( )( ) ( ) .
( )

b

a

N a b b x x a w x dx
b a

+ − −
− ∫

Trong mục tiếp theo, chúng tôi tổng quát hóa 
các kết quả trong Định lí 1 cho trường hợp các 
hàm ( , )p h -lồi, một khái niệm được giới thiệu bởi 
Fang trong định nghĩa sau.

Định nghĩa 1 (Fang and Shi, 2014). Ta nói 
rằng f  là một hàm ( , )p h -lồi trên [ , ]a b  nếu f  
không âm và

( )1/[ (1 ) ]p p pf tx t y+ −

( ) ( ) (1 ) ( ),h t f x h t f y≤ + −

với mọi , [ , ]x y a b∈ , và (0,1)t∈ .
Từ định nghĩa trên, ta có thể thấy rằng nếu f  

và g  là các hàm ( , )p h -lồi trên [ , ]a b , thì chúng 
cũng là các hàm ( , )p h -lồi trên [ , ]x y , với mọi 

, [ , ]x y a b∈  và x y< . Chúng tôi sử dụng tính chất 
này trong phần tiếp theo để thiết lập các kết quả. 

Bất đẳng thức Hermite-Hadamard cho các hàm 
( , )p h -lồi được giới thiệu bởi Fang (Fang and Shi, 
2014) như sau.

Định lí 3 (Fang and Shi, 2014). Nếu f  là hàm 

( , )p h -lồi và khả tích trên [ , ]a b  và 1 0
2

h  ≠ 
 

 

thì 1/
1

1 22
2

pp pa bf
h

  +        
 

1 ( )
b p

p p a

p x f x dx
b a

−≤
− ∫

1

0
[ ( ) ( )] ( ) .f a f b h t dt≤ + ∫

Với f  là một hàm số bất kì xác định trên [ , ]a b , ta 
kí hiệu 



Tập 19  Số 2-2025, Tạp chí Khoa học Tây Nguyên

24

( )1/
( ; )

1( ) ( ) [ ] ,
2

p p p p
f pP x f x f a b x = + + − 

với mọi [ , ]x a b∈  và gọi nó là ánh xạ p
-đối xứng của f  trên đoạn [ , ]a b . Từ công 
thức xác định ánh xạ p -đối xứng, ta thấy rằng

 ( ; )f pP  đối xứng qua 
1/

2

pp pa b +
 
 

, tức là 

( )1/
( ; ) ( ; )( ) [ ]p p p p

f p f pP x P a b x= + − . Hơn nữa, 

ta có thể dễ dàng chứng minh được rằng
 1/ 1/

( ; ) ;
2 2

p pp p p p

f p
b a bP a f

      + +   =              

( ; ) ( ; )
1( ) ( ) [ ( ) ( )].
2f p f pP a P b f a f b= = +      (1)

Các đẳng thức này góp phần vào việc thiết lập 
các bất đẳng thức cho lớp hàm ( , )p h -lồi đối xứng 
hóa.

Định nghĩa 2 (Thong, 2023). Một hàm 
 được gọi là ( , )p h -lồi đối xứng 

hóa trên [ , ]a b  nếu ánh xạ p -đối xứng ( ; )f pP  là 
( , )p h -lồi trên [ , ]a b .

Trong (Thong, 2023), tác giả đã chỉ ra rằng lớp 
các hàm ( , )p h -lồi trên [ , ]a b  là một tập con thực 
sự của lớp các hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa trên 
[ , ]a b . Điều này có nghĩa là lớp hàm ( , )p h -lồi 
đối xứng hóa là một mở rộng của lớp hàm ( , )p h
-lồi.

Định lí 4 (Thong, 2023). Nếu f  là ( , )p h -lồi 

đối xứng hóa và khả tích trên [ , ]a b  và 1 0
2

h  ≠ 
 

 
thì

1/
1

1 22
2

pp pa bf
h

  +        
 

1

( )b

p p pa

p f x dx
b a x −≤

− ∫

1

0
[ ( ) ( )] ( ) .f a f b h t dt≤ + ∫

3.2. Bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích hai hàm ( , )p h -lồi

Trong phần này, chúng tôi giới thiệu bất đẳng 
thức kiểu Hermite-Hadamard và trường hợp 
mở rộng của nó là bất đẳng thức kiểu Hermite-
Hadamard-Fejér cho tích của hai hàm ( , )p h -lồi. 

Định lí 5. Giả sử f  và g  là các hàm ( , )p h
-lồi trên đoạn [ , ]a b , fg  khả tích trên [ , ]a b  và

 1 0
2

h  ≠ 
 

. Khi đó ta có bất đẳng thức sau
1/ 1/

2

1
1 2 22
2

p pp p p px y x yf g
h

      + +                  
 

1 ( )
y p

p p x

p z f z
y x

−≤
− ∫

 
( )1/( ) [ ]p p p pg z g x y z dz × + + − 

1 ( ) ( )
y p

p p x

p z f z g z dz
y x

−≤
− ∫

 1

0
( , ) ( ) (1 )M x y h t h t dt+ −∫

1 2

0
( , ) ( ) ,N x y h t dt+ ∫ 	 (2) 

và
1 ( ) ( )

y p
p p x

p z f z g z dz
y x

−

− ∫
1 2

0
( , ) ( )M x y h t dt≤ ∫

1

0
( , ) ( ) (1 ) ,N x y h t h t dt+ −∫ 	 (3)

với mọi , [ , ]x y a b∈ .
Chứng minh.
Vì f  và g  là các hàm ( , )p h -lồi trên đoạn 

[ , ]a b  nên chúng cũng là các hàm ( , )p h -lồi trên 
đoạn [ , ]x y  (hoặc [ , ]y x ), với mọi , [ , ]x y a b∈ . 
Khi đó, sử dụng tính ( , )p h -lồi của f  và g  ta có

1/ 1/

2 2

p pp p p px y x yf g
      + +               

1/
(1 ) (1 )
2 2

pp p p ptx t y t x tyf
  + − − + = +    

                                                                          

1/
(1 ) (1 )
2 2

pp p p ptx t y t x tyg
  + − − + × +    

( )2 1/1 [ (1 ) ]
2

p p ph f tx t y  ≤ + −   
( )1/[(1 ) ]p p pf t x ty + − + 

( )1/[ (1 ) ]p p pg tx t y× + − ( )1/[(1 ) ]p p pg t x ty + − + 
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Lấy tích phân các bất đẳng thức trên theo t  trên 
đoạn [0,1] , sau khi đổi biến 1/[(1 ) ]p p pz t x ty= − +
, ta thu được

1/ 1/
1

2 2

p pp p p p y p

x

x y x yf g z dz−
      + +               

∫
2 112 ( ) ( )

2
y p

x
h z f z g z dz−  ≤     ∫

( )1 1/( ) [ ] .
y p p p p p

x
z f z g x y z dz− + + − ∫

Điều này suy ra bất đẳng thức đầu tiên trong 
(2).

Để chứng minh bất đẳng thức thứ hai trong (2), 
ta sử dụng tính chất ( , )p h -lồi của f  và g  trên 
đoạn [ , ]x y  (hoặc [ , ]y x ) để dẫn đến các bất đẳng 
thức sau

( ) ( )1/ 1/[ (1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pf tx t y g t x ty+ − − +
 

[ ( ) ( ) (1 ) ( )]h t f x h t f y≤ + −
[ (1 ) ( ) ( ) ( )]h t g x h t g y× − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1  h t h t f x g x f y g y= +  −
2 2( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ).h t f x g y h t f y g x+ + −    (5)

Lấy tích phân cả hai vế của (5) theo t  trên đoạn 
[0,1] , sau khi đổi biến 1/[(1 ) ]p p pz t x ty= − +  ở 
vế trái, ta thu được

( )1 1/( ) [ ]
y p p p p p

p p x

p z f z g x y z dz
y x

− + −
− ∫

 1 1 2

0 0
( , ) ( ) (1 ) ( , ) ( ) .M x y h t h t dt N x y h t dt≤ − +∫ ∫

Kết hợp bất đẳng thức này với bất đẳng thức 

đầu tiên trong (2), ta thu được bất đẳng thức thứ 
hai.

Để chứng minh (3), ta biến đổi như sau

( ) ( )1/ 1/[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pf tx t y g tx t y+ − + −   

[ ( ) ( ) (1 ) ( )]h t f x h t f y≤ + −   

[ ( ) ( ) (1 ) ( )]h t g x h t g y× + −
2 2( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )h t f x g x h t f y g y= + −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 .h t h t f x g y f y g x+ +  − (6)
Lấy tích phân cả hai vế của (6) theo t  trên đoạn 

[0,1] , sau khi đổi biến 1/[(1 ) ]p p pz t x ty= − +  ở 
vế trái, ta thu được

1 ( ) ( )
y p

p p x

p z f z g z dz
y x

−

− ∫
1 12

0 0
( , ) ( ) ( , ) ( ) (1 ) .M x y h t dt N x y h t h t dt≤ + −∫ ∫

Vậy chứng minh được hoàn thành.
Nhận xét 1. Nếu h  là hàm đồng nhất, 1p = , 

và ,x a y b= = , kết quả của Định lí 5 trở thành kết 
quả của Định lí 1.

Định lí 6. Giả sử w  là hàm không âm, khả 
tích trên đoạn [ , ]a b , và đối xứng qua điểm

 
1/

2

pp pa b +
 
 

. Nếu f  và g  là các hàm ( , )p h

-lồi trên đoạn [ , ]a b  sao cho fgw  khả tích trên 

[ , ]a b  và 1 0
2

h  ≠ 
 

 thì ta có các bất đẳng thức 

sau

2 1
2

h  =  
 

( ) ( )1/ 1/[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pf tx t y g tx t y + − + −
 

1/ 1/([(1 ) ] ) ([(1 ) ] )p p p p p pf t x ty g t x ty+ − + − + ( )1/ 1/([(1 ) ] ) [ (1 ) ]p p p p p pf t x ty g tx t y+ − + + −

( )1/ 1/[ (1 ) ] ([(1 ) ] ) .p p p p p pf tx t y g t x ty + + − − +  (4)

1/ 1/

2

1 ( )
1 2 22
2

p pp p p p y

x

x y x yf g w z dz
h

      + +                  
 

∫

( )1 1/( ) ( ) ( ) [ ]
y p p p p p

p p x

p z f z w z g z g x y z dz
y x

−  ≤ + + − − ∫
1 ( ) ( ) ( )

y p
p p x

p z f z g z w z dz
y x

−≤ − ∫
1( , ) ( )

p p p py p
p p p px

z x y zM a b z h h w z dz
y x y x

−    − −
+    − −   

∫
                                                                                 

1 2( , ) ( ) ,
p py p
p px

z xN a b z h w z dz
y x

−  −
+  −  

∫

với mọi , [ , ]x y a b∈  và
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1/ 1/

2

1 ( )
1 2 22
2

p pp p p p y

x

x y x yf g w z dz
h

      + +                  
 

∫

( )1 1/( ) ( ) ( ) [ ]
y p p p p p

p p x

p z f z w z g z g x y z dz
y x

−  ≤ + + − − ∫
và

( )1 1/( ) [ ] ( )
y p p p p p

p p x

p z f z g x y z w z dz
y x

− + −
− ∫

1( , ) ( )
p p p py p

p p p p p px

p z x y zM a b z h h w z dz
y x y x y x

−    − −
≤    − − −   

∫
1 2( , ) ( ) .

p py p
p p p px

p z xN a b z h w z dz
y x y x

−  −
+  − − 

∫

1 ( ) ( ) ( )
y p

x
z f z g z w z dz−∫

1 2( , ) ( )
p py p
p px

z xM a b z h w z dz
y x

−  −
≤  − 

∫ 1( , ) ( ) ,
p p p py p
p p p px

z x y zN a b z h h w z dz
y x y x

−    − −
+    − −   

∫
với mọi , [ , ]x y a b∈  thỏa mãn x y< .

Chứng minh. Nhân cả hai vế của các bất đẳng 
thức (4) và (5) với ( )1/[ (1 ) ]p p pw tx t y+ − , sau 
đó lấy tích phân và áp dụng phép đổi biến, ta lần 

lượt thu được các kết quả

Kết hợp hai bất đẳng thức trên ta có được kết 
quả thứ nhất trong Định lí 6. Kết quả thứ hai thu 

được bằng cách áp dụng phương pháp tương tự 
cho (6):

1 ( ) ( ) ( )
y p

p p x

p z f z g z w z dz
y x

−

− ∫
1 2( , ) ( )

p py p
p p p px

p z xM a b z h w z dz
y x y x

−  −
≤  − − 

∫
1( , ) ( ) .

p p p py p
p p p p p px

p z x y zN a b z h h w z dz
y x y x y x

−    − −
+    − − −   

∫

Chia cả hai vế cho p p

p
y x−

, với x y< , ta suy 

ra bất đẳng thức cần chứng minh.	
Nhận xét 2. Nếu h  là hàm đồng nhất, 1p = , 

và ,x a y b= = , kết quả trong Định lí 6 trở thành 
kết quả trong Định lí 2.
3.3. Bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích phân bậc không nguyên Riemann-Liouville 
của tích hai hàm ( , )p h -lồi

Trước tiên ta nhắc lại rằng các kí hiệu 
a

J fα
+  

và 
b

J fα
−  biểu thị các tích phân bậc không nguyên 

Riemann-Liouville bậc 0α ≥  (Kilbas et al., 
2006), được định nghĩa bởi

11( ) ( ) ( ) , ,
( )

x

a a
J f x x t f t dt x aα α

α+
−= − >

Γ ∫

và
11( ) ( ) ( ) , .

( )
b

b x
J f x t x f t dt x bα α

α−
−= − <

Γ ∫
Ở đây, ( )αΓ  là hàm Gamma xác định như 

trong công thức sau
1

0
( ) .te t dtαα

∞ − −Γ = ∫
Định lí 7. Giả sử f  và g  là các hàm ( , )p h

-lồi trên đoạn [ , ]a b , fg  khả tích trên [ , ]a b  và 
1 0
2

h  ≠ 
 

. Khi đó ta có bất đẳng thức sau

1/ 1/

2

1
1 2 2
2

p pp p p px y x yf g
h

      + +                  
 
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( ) ( )

( 1) [ ( ) ( ) ( ) ( )]
( ) p pp p x y

J f y g y J f x g x
y x

α α
α

α
+ −

Γ +
≤ +

−  
1 1

0
2 ( , ) ( ) (1 )M x y t h t h t dtαα −+ −∫

1 1 2 2

0
( , ) [ ( ) (1 )] ,N x y t h t h t dtαα −+ + −∫

với mọi , [ , ]x y a b∈ .
Chứng minh.
Từ các bất đẳng thức (4) và (5), ta có

1/ 1/

2

1
1 2 2
2

p pp p p px y x yf g
h

      + +                  
 

( ) ( )1/ 1/[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pf tx t y g tx t y≤ + − + −
 

( ) ( )1/ 1/[(1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pf t x ty g t x ty+ − + − +

2 ( , ) ( ) (1 )M x y h t h t+ −
2 2( , )[ ( ) (1 )].N x y h t h t+ + −

Nhân bất đẳng thức trên với 1tα− , sau đó lấy 
tích phân theo t  trên đoạn [0,1] , ta thu được

1/ 1/

2

1
1 2 2
2

p pp p p px y x yf g
hα

      + +                  
 

( ) ( )1 1 1/ 1/

0
[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pt f tx t y g tx t y dtα−≤ + − + −∫

( ) ( )1 1 1/ 1/

0
[(1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pt f t x ty g t x ty dtα−+ − + − +∫  

1 1

0
2 ( , ) ( ) (1 )M x y t h t h t dtα−+ −∫

1 1 2 2

0
( , ) [ ( ) (1 )] .N x y t h t h t dtα−+ + −∫  	 (7)

Bất đẳng thức cần chứng minh được suy ra từ 
bất đẳng thức (7) với lưu ý như sau

( ) ( )1 1 1/ 1/

0
[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pt f tx t y g tx t y dtα− + − + −∫  

( ) ( )1 1 1/ 1/

0
[(1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pt f t x ty g t x ty dtα−+ − + − +∫

( ) ( )
1

1/ 1/
p

p

py p p
p p p px

y z dzf z g z
y x y x

α−
 −

=  − − 
∫ ( ) ( )

1
1/ 1/

p

p

py p p
p p p px

z x dzf z g z
y x y x

α−
 −

+  − − 
∫

  

( ) ( )

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )].
( ) p pp p x y

J f y g y J f x g x
y x

α α
α

α
+ −

Γ
= +

−
 	 (9)

Ta kết thúc chứng minh. 

Định lí 8. Giả sử f  và g  là các hàm ( , )p h
-lồi trên đoạn [ , ]a b  và fg  khả tích trên [ , ]a b . 
Khi đó ta có các bất đẳng thức sau

( ) ( )

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]
( ) p pp p x y

J f y g y J f x g x
y x

α α
α

α
+ −

Γ
+

−  1 1 2 2

0
( , ) [ ( ) (1 )]M x y t h t h t dtα−≤ + −∫

1 1

0
2 ( , ) ( ) (1 ) ,N x y t h t h t dtα−+ −∫

với mọi , [ , ]x y a b∈ .
Chứng minh.
Bằng cách cộng hai bất đẳng thức:
( ) ( )1/ 1/[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pf tx t y g tx t y+ − + −

2 2( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )h t f x g x h t f y g y≤ + −

( ) (1 )[ ( ) ( ) ( ) ( )],h t h t f x g y f y g x+ − +

và
( ) ( )1/ 1/[(1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pf t x ty g t x ty− + − +

 
2 2(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h t f x g x h t f y g y≤ − +

( ) (1 )[ ( ) ( ) ( ) ( )],h t h t f x g y f y g x+ − +
ta thu được
( ) ( )1/ 1/[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pf tx t y g tx t y+ − + −

( ) ( )1/ 1/[(1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pf t x ty g t x ty+ − + − +
2 2[ ( ) (1 )][ ( ) ( ) ( ) ( )]h t h t f x g x f y g y≤ + − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1h t h t f x g y f y g x  + − +
2 2[ ( ) (1 )] ( , )h t h t M x y= + −
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2 ( ) (1 ) ( , ).h t h t N x y+ −
Nhân bất đẳng thức trên với 1tα− , sau đó lấy 

tích phân theo t  trên đoạn [0,1] , ta thu được bất 
đẳng thức sau

( ) ( )1 1 1/ 1/

0
[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p pt f tx t y g tx t y dtα− + − + −∫

( ) ( )1 1 1/ 1/

0
[(1 ) ] [(1 ) ]p p p p p pt f t x ty g t x ty dtα−+ − + − +∫

1 1 2 2

0
( , ) [ ( ) (1 )]M x y t h t h t dtα−≤ + −∫

1 1

0
2 ( , ) ( ) (1 ) .N x y t h t h t dtα−+ −∫

Bất đẳng thức cần chứng minh suy ra từ bất 
đẳng thức này và đẳng thức (9). 
3.4. Bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard cho 
tích hai hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa

Phần này trình bày một số bất đẳng thức liên 
quan đến các hàm ( , )p h -lồi đối xứng hóa. Cụ thể, 
bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard và bất đẳng 

thức kiểu Hermite-Hadamard-Fejér lần lượt được 
trình bày trong hai định lí tiếp theo.

Định lí 9. Giả sử f  và g  là các hàm ( , )p h
-lồi đối xứng hóa trên đoạn [ , ]a b , fg  khả tích 

trên [ , ]a b  và 
1 0
2

h  ≠ 
 

. Khi đó ta có bất đẳng 

thức sau

1/ 1/

2

1
1 2 22
2

p pp p p pa b a bf g
h

      + +                  
 

( )1 1/( ) ( ) [ ]
b p p p p p

p p a

p z f z g z g a b z dz
b a

−  ≤ + + − − ∫
1 2

0

1 [ ( , ) ( , )] [ ( ) (1 )] .
2

M a b N a b h t h t dt≤ + + −∫
Chứng minh.
Từ các đẳng thức trong (1) kết hợp với các bất 

đẳng thức (4) và (6), ta có

1/ 1/

2

1
1 2 24
2

p pp p p pa b a bf g
h

      + +                  
 

( ) ( )1/ 1/
( ; ) ( ; )[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p p

f p g pP ta t b P ta t b≤ + − + −

2) .1 [ ( ) ( )][ ( ) ( )][ ( (1 )]
4

f a f b g a g b h t h t≤ + + + −  	 (10)

Bất đẳng thức cần chứng minh suy ra bằng cách 
lấy tích phân các bất đẳng thức (10) theo t  trên 
đoạn [0,1]  với lưu ý rằng

( ) ( )1 1/ 1/
( ; ) ( ; )0

[ (1 ) ] [ (1 ) ]p p p p p p
f p g pP ta t b P ta t b dt+ − + −∫

( ) ( )1 1/ 1/

0

1 [ (1 ) ] [(1 ) ]
4

p p p p p pf ta t b f t a tb = + − + − + ∫
( )1 1/( ) ( ) [ ]

b p p p p p
p p a

p z f z g z g a b z dz
b a

−  ≤ + + − − ∫
( )1 1/2 ( ) ( ) [ ] .

b p p p p p
p p a

p z f z g z g a b z dz
b a

−  = + + − − ∫ 	 (11)

Ta kết thúc chứng minh. 

Định lí 10. Giả sử w  là hàm không âm, khả tích trên đoạn [ , ]a b , và đối xứng qua điểm 
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1/

2

pp pa b +
 
 

. Nếu f  và g  là các hàm ( , )p h

-lồi đối xứng hóa trên đoạn [ , ]a b  sao cho fgw  

khả tích trên [ , ]a b  và 1 0
2

h  ≠ 
 

 thì ta có các bất 

đẳng thức sau

1/ 1/

2

1 ( )
1 2 22
2

p pp p p p y

x

x y x yf g w z dz
h

      + +                  
 

∫

( )1 1/( ) ( ) ( ) [ ]
y p p p p p

p p x

p z f z w z g z g x y z dz
y x

−  ≤ + + − − ∫
 

[ ( , ) ( , )]p p

p M a b N a b
y x

≤ +
−  

1 ( ) ,
p p p p p py p
p p p p p px

z x y z z xz h h h w z dz
y x y x y x

−       − − −
+      − − −      

∫

với mọi , [ , ]x y a b∈ .

Chứng minh.
Nhân bất đẳng thức (10) với 
( )1/[(1 ) ]p p pw t a tb− + , sau đó lấy tích phân bất 

đẳng thức vừa thu được ta suy ra bất đẳng thức cần 
chứng minh. 
4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, chúng tôi đã thiết lập một 
số bất đẳng thức kiểu Hermite-Hadamard và 
Hermite-Hadamard-Fejér cho tích của hai hàm 
( , )p h -lồi. Các kết quả của chúng tôi mở rộng và 
tổng quát hóa các kết quả hiện có trong các tài liệu 
(Pachpatte, 2003; Budak and Bakis, 2020). Những 
kết quả tương tự cũng được trình bày cho lớp hàm 
( , )p h -lồi đối xứng hoá, phát triển tiếp nghiên cứu 

của (Thong, 2023). Ngoài ra, chúng tôi cũng đã 
khai thác các tính chất của tích phân bậc không 
nguyên Riemann-Liouville để thiết lập thêm các 
bất đẳng thức mới, mở rộng công trình của (Budak 
and Bakis, 2020).

Trong những nghiên cứu tiếp theo, ngoài việc 
thiết lập những bất đẳng thức mới cho tích hai 
hàm ( , )p h -lồi, chúng tôi sẽ nghiên cứu để đưa ra 
những làm mịn cho các bất đẳng thức đã đạt được. 

Lời cảm ơn.
Nghiên cứu này được tài trợ bởi Trường Đại 

học Tây Nguyên trong khuôn khổ Đề tài nghiên 
cứu khoa học cấp cơ sở năm 2025. Mã số đề tài: 
T2025-03CB. Nhóm tác giả xin trân trọng cảm ơn 
sự hỗ trợ quý báu từ Nhà trường.
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ABSTRACT
In this paper, we establish Hermite-Hadamard-type inequalities for the product of two ( , )p h

-convex functions. These inequalities generalize classical results for convex functions. Based on the 
results obtained, we demonstrate Hermite-Hadamard-type inequalities for the product of ( , )p h -convex 
functions related to the Riemann-Liouville fractional integral and for the product of two symmetrized 
( , )p h -convex functions.

Keywords: ( , )p h -convex function, symmetrized ( , )p h -convex function, Hermite-Hadamard 
inequality, Fejér inequality, Riemann-Liouville fractional integral.
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